ERSTER TEIL DER GRUNDLAGEN DES
DIFFERENTIALKALKULS,
DER VOLLSTANDIGE ERKLARUNG DIESES
KALKULS ENTHALT *

KariTEL I
UBER ENDLICHE DIFFERENZEN T

Leonhard Euler

§1 Aus den Dingen, die im oberen Buch {iber variable Grofien und Funk-
tionen dargelegt worden sind, ist es klar, je nachdem wie die variable Grofie
tatsachlich variiert wird, dass all ihre Funktionen eine Verdnderung erfahren.
So, wenn die variable Grofse x den Zuwachs w erhilt, so dass fiir x x + w
geschrieben wird, werden alle Funktionen von x, von welcher Art xx, X3, xfci’; -
sind, andere Werte annehmen. Natiirlich wird xx in xx + 2xw + ww {iiberge-
hen, x* wird in x° 4 3xxw + 3xww + 3xww + w? iibergehen und -4 wird
in a8t — verwandelt werden. Eine Verdnderung von dieser Art wird
immer entspringen, aufler wenn die Funktion die Gattung der variablen Grofie
nur vorgibt, aber in Wirklichkeit eine konstante Grofe ist, wie beispielsweise

xY; in diesem Fall bleibt eine solche Funktion unverindert, wie auch immer
die Grofle x verandert wird.
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§2 Weil diese Dinge hinreichend klar dargelegt worden sind, wollen wir eher
zu den Beschaffenheiten der Funktionen kommen, auf die die ganze Analysis
des Unendlichen gestiitzt ist. Es sei also y irgendeine Funktion der vari-
ablen Grofse x, fiir welche nacheinander in einer arithmetischen Progression
fortschreitende Werte eingesetzt werden, natiirlich x, x + w, x + 2w, x 4 3w,
x + 4w, etc., und es bezeichne yI den Wert, den die Funktion y annimmt,
wenn in ihr anstelle von x x + w eingesetzt wird; auf die gleiche Weise sei
y!! der Wert von y, wenn anstelle von x x + 2w geschrieben wird, und in
gleicher Weise bezeichnen y'!, y!V, 4V, etc. die Werte von y, die ans Licht
treten, wiahrend anstelle von x x + 3w, x + 4w, x + 5w, etc. gesetzt wird, so
dass diese verschiedenen Werte von x und auf die folgende Weise einander

entsprechen:

X, x+w, x4+2w, x+4+3w, x+4w, x+5w, etc

I 1 11 v v
vy, vy, v, v, v, etc

§3 Wie die arithmetische Progression x, x + w, x + 2w, etc. ins Unendliche
fortgesetzt werden kann, so wird die aus der Funktion y entspringende Reihe
Y, yl , y” , etc. auch bis ins Unendliche fortschreiten und ihre Natur wird von
der Beschaffenheit der Funktion y abhdngen. So, wenn y = x oder y = ax + b
war, wird die Reihe y, yl , yI I etc. auch eine arithmetische sein; wenn y= bxa-i- .
war, wird eine harmonische Reihe hervorgehen; wenn aber y = a* ist, wird
man eine geometrische Reihe haben und es kann keine Reihe erdacht werden,
die nicht auf diese Weise aus einer gewissen Funktion von y entspringen kann;
eine Funktion von x von dieser Art pflegt in Hinblick auf die Reihe, die aus
jener entspringt, ihr allgemeiner Term genannt zu werden; daher, weil jede
nach einem gewissen Gesetz gebildete Reihe einen allgemeinen Term hat,
entspringt sie umgekehrt aus einer gewissen Funktion von x, wie in der Lehre
tiber Reihen genauer erklédrt zu werden pflegt.

§4 Hier achten wir aber hauptsdchlich auf Differenzen, um welche sich die
Terme der Reihe y, yI , y” , yl IT" etc. voneinander unterscheiden. Um diese an
die Natur der Differentiale anzupassen, wollen wir sie mit den folgenden
Zeichen anzeigen, dass gilt

yI —y= Ay, ]/H _]/I — Ayl, ]/IH o ]/H — Aylll etc

Es wird also Ay den Zuwachs ausdriicken, welchen die Funktion y erhlt,
wenn in ihr anstelle von x x + w gesetzt wird, wihrend w irgendeine nach



Belieben angenommene Zahl bezeichnet. In der Lehre der Reihen pflegt
freilich w = 1 angenommen zu werden; aber hier fiir unser Unternehmen
ist es zutrédglich, den allgemeinen Wert zu gebrauchen, der nach Belieben
vermehrt oder vermindert werden kann. Es pflegt dieser Zuwachs Ay der
Funktion y auch ihre Differenz genannt zu werden, um welche der folgende
Wert y! den ersten y iibersteigt, und ununterbrochen als Zuwachs betrachtet
wird, auch wenn er des Ofteren eine Abnahme darbietet, was aus seinem
negativen Wert erkannt wird.

§5 Weilja y!! aus y entspringt, wenn anstelle von x x + 2w geschrieben wird,
ist es offenbar, dass dieselbe Grofle entspringen wird, wenn zuerst fiir x x + w
festgelegt wird und dann erneut x 4 w anstelle von x gesetzt wird. Daher
wird y!! aus y! entspringen, wenn in dieser anstelle von x x + w geschrieben
wird; und es wird daher Ay! der Zuwachs von y' sein, welchen es enthilt,
nachdem x + w anstelle von x gesetzt worden ist; und so wird Ay’ auf die
gleiche Weise die Differenz von y' genannt. Auf die gleiche Weise wird weiter
Ayl I die Differenz von yI I oder ihr Zuwachs sein, welchen es erhilt, wenn
anstelle von x x + w gesetzt wird; und Ay'!! wird die Differenz oder der
Zuwachs von y!!! sein und so weiter. Auf diese Weise wird aus der Reihe der
Werte von y, die y, yl, y”, ym, etc. sind, die Reihe der Differenzen Ay, Ayl,
Ay'l, etc. erhalten werden, die gefunden wird, wenn jeder beliebiger Term
jener Reihe vom folgenden subtrahiert wird.

§6 Nachdem die Reihe der Differenzen gefunden worden ist, wenn aus
ihr erneut die Differenzen genommen werden, indem jede beliebige von
der folgenden subtrahiert wird, werden die Differenzen der Differenzen
entspringen, die zweite Differenzen genannt werden und auf die Weise durch
Charaktere iiberaus passend dargestellt werden, dass jeweils bedeutet

ANy =Ay' — Ay
ANy" =AY — Ay
AAyH :AyIH _ AyH
AAy”I :AyIV _ AyIH

etc

Es wird deshalb AAy die zweite Differenz von y genannt, AAy! die zweite
Differenz von y! und so weiter. Auf die gleiche Weise werden aber aus den



zweiten Differenzen, wenn erneut deren Differenzen genommen werden,
die dritten Differenzen hervorgehen, die auf diese Weise A3y, A3y1 , etc. zu
schreiben sind, und daher weiter die vierten Differenzen A%y, A*y! etc. und
s0 weiter, so weit es beliebt.

§7 Wir wollen diese einzelnen Reihen an Differenzen so in einem Schema
darstellen, damit deren Zusammenhang leichter ins Auge fallt:
Arithmetische Progression
X, x+w, x+3w, x+4w, x+5bw, etc

Wert der Funktion

I Il 11 v v
vy, vy, vy, vy, y, et

Erste Differenzen
Ay, Ay, Ay, Ayt Ay, et
Zweite Differenzen
ANy, ANy, AAy, Ay, etc
Dritte Differenzen
Ay, Ay, A, et
Vierte Differenzen
A4y, A* I, etc
Fiinfte Differenzen
ASy, etc
etc.

von welchen jede beliebige aus der vorhergehenden entspringt, indem die
jeweiligen Terme von den folgenden subtrahiert werden. Nachdem also irgen-
deine Funktion von x anstelle von y eingesetzt worden ist, weil ja die Werte
y!, y!, y!I etc. durch die bekannten Zusammensetzungen leicht gebildet
werden, werden aus ihnen ohne Miihe die einzelnen Reihen der Differenzen
gefunden werden.



§8 Wir wollen festlegen, dass y = x ist und es wird y! = x! = x + w, y!! =

x'I' = x 4+ 2w und so weiter sein. Daher, indem die Differenzen genommen
werden, wird Ax = w, Ax! = w, Ax!! = w, etc. sein und daher werden
die ersten Differenzen von x konstant sein und daher werden alle zweiten
Differenzen verschwinden und in gleicher Weise die dritten Differenzen und
alle der folgenden Ordnungen. Weil also Ax = w ist, wird der Analogie
wegen anstelle des Buchstabens w dieser Charakter Ax angenehm verwendet
werden. Also werden die Differenzen der variablen Grofle x, deren aufeinander
folgende Werte x, x, xll XM etc. eine arithmetische Progression festzulegen
angenommen werden, Ax, Ax!, Ax!T etc. konstant und einander gleich sein;
und deshalb wird AAx = 0, A3x = 0, A*x = 0 sein und so weiter.

§9 Fiir die Werte von x, die selbigem nacheinander zugeteilt werden, haben
wir hier eine arithmetische Progression angenommen, so dass die ersten
Differenzen dieser Werte konstant sind, die zweiten und alle tibrigen ver-
schwinden. Auch wenn dies von unserem Belieben abhéngt, weil wir irgen-
deine andere Progression gleichermafien hitten verwenden konnen, pflegt
dennoch die arithmetische Progression in Bezug auf alle {ibrigen am an-
genehmsten gebraucht zu werden, sowohl weil sie die einfachste und am
leichtesten verstiandliche ist, als auch in der Tat besonders, weil sie sich auf
ganz und gar alle Werte, welche x freilich annehmen kann, erstreckt. Indem
namlich w so negative wie positive Werte zugeteilt werden, sind in dieser Rei-
he von Werten von x ganz und gar alle reellen Groflen enthalten, die anstelle
von x eingesetzt werden konnen; andernfalls aber, wenn wir geometrische Pro-
gression gewahlt hitten, wire der Zugang zu negativen Werten nicht erdffnet
worden. Dieses Grundes wegen wird die Verdnderlichheit von Funktionen y
aus eine arithmetische Progression festlegenden Werten sehr bequem beurteilt.

§10 Wie Ay = y' — y ist, so konnen die hoheren Differenzen auch aus den
Termen der ersten Reihe y, v/, y!!, y!!!, etc. definiert werden. Weil namlich gilt

Ayl _ yII _ yI
wird auch gelten
AAy — yH . 2]/1 +y und AAyI — yHI o zyll T yl

und daher
Ny = AAy" — Ay =y —3y"T +3y" —y;



auf die gleiche Weise wird gelten
Ay =y — 4y ey —ay' +y und A%y =yY 5y 109" — 109" + 547 —,

die numerischen Koeffizienten welcher Formeln demselben Gesetz folgen,
welches in den Potenzen eines Binoms beobachtet wird. So wie aber die erste
Differenz aus zwei Termen der Reihe y,yl ,y” ,ym , etc. bestimmt wird, so wird
die zweite Differenz aus drei bestimmt, die dritte aus vier und so iiber die
tibrigen. Nachdem aber die Differenzen einer Ordnung von y erkannt worden
sind, werden auf die gleiche Weise die Differenzen aller Ordnungen von y/,

yl I etc. definiert werden.

§11 Nachdem also irgendeine Funktion y vorgelegt worden ist, werden so
ihre ersten wie folgenden Differenzen, welche freilich der Differenz w, nach
welcher die Werte von x fortschreiten, entsprechen, gefunden werden konnen.
Und in der Tat ist es dafiir nicht von Noten, dass die Reihe der Werte von y
weiter fortgesetzt wird; wie namlich die erste Differenz Ay gefunden wird,
wenn in y anstelle von x + w geschrieben wird und vom entspringenden Wert
y! die Funktion y selbst subtrahiert wird, so wird die zweite Differenz AAy
erhalten werden, dass Ay! entspringt, und Ay von Ay! subtrahiert wird. Wenn
auf die gleiche Weise die Differenz der zweiten Differenz AAy genommen
wird, indem sie vom Wert subtrahiert wird, welchen sie annimmt, wenn
anstelle von x x + w gesetzt wird, wird die dritte Differenz A%y hervorgehen
und daher weiter auf dieselbe Weise die vierte Differenz A%y etc. Solange
also jemand die erste Differenz einer Funktion ausfindig zu machen weifs,
wird er zugleich die zweite Differenz, die dritte und alle folgenden finden
konnen, deshalb weil die zweite Differenz von y nichts anderes ist als die erste
Differenz von Ay und die dritte Differenz nichts anderes aufser der ersten
Differenz AAy und so weiter iiber die tibrigen.

§12 Wenn die Funktion y aus zwei oder mehreren Teilen zusammengesetzt
war, dass y = p + g + r + etc ist, dann, weil y! = p! + g’ +r! + etc ist, wird
die Differenz diese sein

Ay = Ap + Ag + Ar +etc
und auf die gleiche Weise weiter

AAy = AAp + AAp + AAg + AAr + etc,



woher das Finden der Differenzen, wenn die vorgelegte Funktion aus Teilen
zusammengesetzt war, nicht unwesentlich erleichtert wird. Wenn daher aber
die Funktion y ein Produkt aus den zwei Funktionen p und g, natiirlich y = pq
war, weil y! = p!q! sein wird und auch

pl=p+Ap und q'=q+Aq,

wird werden
p'q" = pq+ pAg+qAp + ApAg.

Daher, wenn p eine konstante Grofie = a ist, wird wegen Aa = 0 die erste
Differenz der Funktion y = ag Ay = aAq sein und auf die gleiche Weise die
zweite Differenz AAy = aAAg, die dritte A%y = aA3q und so weiter.

§13 Weil ja jede ganz rationale Funktion ein Aggregat aus einigen Potenzen
von x ist, werden wir alle Differenzen von ganz rationalen Funktionen finden
konnen, wenn wir nur die Differenzen von Potenzen darzubieten wissen.
Dieser Sache wegen wollen wir die Differenzen der einzelnen Potenzen der
variablen Grofe x in den folgenden Beispielen ausfindig machen.

Weil aber x? = 1 ist, wird Ax? = 0 sein, deshalb weil x° nicht variiert wird,
auch wenn x in x 4 w tibergeht. Dann haben wir aber gesehen, dass Ax = w
und AAx = 0 ist und zugleich verschwinden die Differenzen der folgenden
Ordnungen. Weil diese Dinge offenbar sind, wollen wir von der zweiten
Potenz aus beginnen.

BEISPIEL 1

Die Differenzen aller Ordnung der Potenz x? zu finden.
Weil hier y = x? ist, wird y! = (x + w)? sein und daher
Ay = 2wx + ww,

welches die erste Differenz ist. Nun wird wegen der konstanten Differenz w
ANy = 2ww und A3 = 0, A*y = 0, etc. sein

BEISPIEL 2

Die Differenzen aller Ordnungen der Potenz x3 zu finden.



Es werde y = x® gesetzt, und weil y' = (x + w)? ist, wird gelten
Ay = 3wxx + 3w*x + w®,
welches die erste Differenz ist. Darauf wird wegen Axx = 2wx + ww sein
A3wxx = 6wwx +3w® und A3w?x =3w? und Aw® = 0;
nach Sammeln von diesen wird gelten
ANy = 60w*x + 6w und  Ady = 6w°.

Die folgenden Differenzen werden hingegen verschwinden.

BEISPIEL 3

Die Differenzen aller Ordnungen der Potenz x* zu finden.
Nach Setzen von y = x* wird wegen y' = (x + w)* sein
Ay = 4wx® + 60w x* + 4w’x + w?,
welches die erste Differenz ist. Dann ist aus dem Vorhergehenden

AMwx® =120*x*+1203 x+4w*

A6wW?x? = 1208 x+600*
AMPx = 40*
Aw? = 0

Durch Sammeln von diesen wird die zweite Differenz diese sein
ANy = 12w*x* + 24w’x + 140°.

Weil darauf weiter ist

A2w*x* =240 x+12w*

A24w’x = 24w*

Adw* = 0,
wird die dritte Differenz hervorgehen

Ny = 24w3x + 36w*
und schliellich die vierte Differenz
Aty = 2404,

weil diese konstant ist, werden die Differenzen der folgenden Ordnungen
verschwinden



BEISPIEL 4

Die Differenzen jeder Ordnung der Potenz x* zu finden.

Es werde y = x" gesetzt, und weil y' = (x + w)", y!! = (x +2w)", y!!I =
(x +3w)", etc. ist, werden die Potenzen entwickelt geben

n

y =X
y! :xn_’_%wxnfl_i_ ”(T;l)wzxnz_i_ n(n ;.12('7;_2)(”33(713_}_ etc
y! :xn_’_?wxnfl_i_ ”(T;l)wzxnz_i_ n(n ;2(‘”3_2)w3x”3+ etc
y!l :xn+7112wxn—1+”(’11;1)4w2xn—2+ n(n ;.12)(.2_2>8w3x”_3+ etc
yIII:x"+7113wx”_1+n(§l ;1)9w2x”_2+ n(n ;1;(1;_ 2)27a}3x"_3+etc

yIV :x"—f—ﬁﬁlwx”_l—f-n(n — 1) 16w2xn—2+n(n — 1)(” — 2)

3.n—-3
1 1o 12.3 64w’ x" " +etc

Daher wird durch Nehmen der zweiten Differenzen hervorgehen

Ay :wan1+”(’f;1)w2xn2+ n(n ;,1;(,1;_2)‘”3"”34‘ etc
Ay'! :’;wxn1+”(’;;1)3w2xn2+”(” Ilg(’;— 2)7w3xn73+ etc
Ay!! :111wxn_1+n(111 ;1)5w2x"_2+n(n ;12)(2_ 2) 19w3x" 3 f-etc
Aym:zwx”_l%—n(’f _21) 7w2x”_2+n(n 113(2_ 2) 37w3x" S +etc

Es werden erneut Differenzen genommen und es wird erhalten werden

_ —1)(n—-2) 5 n(n—1)(n—2)(n-23) _
AAY =n(n—1 2 n2, N1 3,13 4,14
y =n(n—1)wx"""+ T5.3 6w’ x" 7+ 1.2.3.4 14w*x" 4 etc
_ —1)(n—-2) 3 nn—1)(n—2)(n—-3) _
AAY =n(n —1 2 na, M1 3,13 4,14
Yy =n(n—1)wx"""+ 1.3 12007 x" 7+ 1.2.3.4 50w x" T+ etc
_ —1)(n—2) 5 nn—1)(n—2)(n—23) _
AAV  =n(n — 1 2. n2 N1 3,n-3 4,n—4
v =n(n—1)wx"""+ 1.3 18w’x" >+ 1.5.3.4 110w™x" *+-etc



Aus diesen wird durch Subtraktion weiter gefunden

n—1)(n—2)(n—-3)
1-2.3-4

n—1)(n—2)(n—23)
1-2-3-4

Ay =n(n—1)(n — 2)a)3x”’3+n( 36wty tetc

Nyl=n(n—1)(n — Z)wsx"_3+n( 60wt x™ % +etc
und weiter
Ay =n(n—1)(n—-2)(n—3)w*x"* + etc

§14 Um das Bildungsgesetz, nach welchem diese Differenzen der Potenz
x* fortschreiten, leichter zu erkennen, wollen wir der Kiirze wegen zuerst
festlegen

A=7
_n(n-1)
b="17
nn—1)(n-2)
C=""123
nn—1)(n—2)(n—-3)
b= 1.2-3-4
£ :n(n—l)(n—2)(n—3)(n—4)
1-2.-3-4-5
etc

Darauf werde die folgende Tabelle angelegt, die fiir die einzelnen Differenzen
dienen wird

y |1, 0, 0, 0, 0, O 0, 0, 0, etc.
Ay |0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, etc.
A’y |0, 0, 2, 6, 14, 30, 62, 126, 254,  etc.
Ay |0, 0, 0, 6 36, 150, 540, 1806, 5796, etc.
A*y |0, 0, 0, 0, 24, 240, 1560, 8400, 40824, etc.
A’y |0, 0, 0, 0, 0, 120, 1800, 16800, 126000, etc.
A%y |0, 0, 0, 0, 0, 0, 720, 15120, 191520, etc.
Ay |0, 0, 0, 0, 0, 0O, 0, 5040, 141120, etc.
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In dieser Tabelle wird die Zahl einer Reihe gefunden, wenn die vorhergehende
derselben Reihe zu dariiber stehenden addiert wird und die Summe mit
dem vorangestellten Index des Charakters multipliziert wird. So wird in der
Differenz A°y entsprechenden Reihe der Term 16800 gefunden, wenn der
vorhergehende 1800 zum dariiber geschriebenen 1560 addiert wird und die
Summe 3360 mit 5 multipliziert wird.

§15 Nachdem also diese Tabelle angelegt worden ist, werden sich die einzel-
nen Differenzen der Potenz x" = y auf die folgende Weise verhalten:

Ay =Awx" ' 4+ Bw*x"? 4+ CwPx"? + Dw*x"* 4 etc
A’y=2Bw?*x""? +6Cw’x" > +14Dw*x"* +etc
Ay=6Cwx" 3 +36Dwx"* +150Ew’x" % + etc
A*y=24Dw*x"* 4 240Ew’x" > + 1560Fw®x" ~° + etc

Allgemein wird aber die Differenz der Ordnung m der Potenz x", oder A™y,
auf die folgende Weise ausgedriickt werden.

Es sei
I_n(n—l)(n—Z)---(n—m—i—l)
B 1-2-3---m ¢
m—n n—m-—1 n—m-—2
K= I, L=— K, M= ——1L,etc
m+1 m+2 m+3
Des Weiteren sei aber
— m _ﬂ m m(m_]') __q\m _m(m—l)(m—Z) __A\m
w=(m+1) Mt (m—1) 15,3 (m—2)
-1) m(m—1)(m—2)
— 1ym+1 M m m(m—1) _qymt
p=lm+1) T v (LY 123
_ m+2 _ M mi2 m(m—1) _ m+2_m(m_1)(m_2)
y=(m+1) 1m + 1.2 (m—1) T9.3

etc;
nach Finden dieser Werte wird sein
Amy —_ Odwmxn—m _i_lBme—Hxn—m—l _I_,)/me-i-an—m—Z + etc,'

die Beschaffenheit dieses Ausdrucks folgt aus der Art, auf die die einzelnen
Differenzen aus den Werten y, yl , yl L ym , etc. gefunden, von selbst.

11
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(m—2)"2 4 etc



§16 Aus diesen Dingen ist es klar, wenn der Exponent n eine ganze positive
Zahl war, dass schliefilich zu konstanten Differenzen gelangt wird und alle ho
heren als diese = 0 sind. So wird sein

Ax =w
A*x? =2w?
A3x3 =6w°

A*x* =244

und schliefslich
A"x"=1-2-3.--.n-w"

Jede ganz rationale Funktion wird also schliefilich zu konstanten Differenzen
gefiihrt werden. Natriirlich hat eine Funktion von x ersten Grades ax + b
schon eine konstante erste Differenz = aw. Eine Funktion zweiten Grades
axx + bx + ¢ wird eine konstante zweite Differenz = 2aww haben. Von einer
Funktion dritten Grades wird die dritte Differenz konstant sein, von einer
vierten Grades die vierte und so weiter.

§17 Aber die Methode, mit der wir die Differenzen der Potenz x" gefun-
den haben, erstreckt sich auch weiter und wird auch auf Potenzen, deren
Exponent 7 eine negative oder gebrochene oder sogar irrationale Zahl ist, aus-
gedehnt. Damit dies klarer wird, werden wir nur die ersten Differenzen der
wesentlichen Potenzen von dieser Art darbieten, weil ja das Bildungsgesetz
der zweiten und der folgenden Differenzen nicht so leicht erkannt wird, es
wird also sein

Ax =w

Ax? =2wx + w?

Ax® =3wx? + 3w*x + °

Ax* =4wx® + 60w*x? + 4wx + w?

etc
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Auf die gleiche Weise wird aber sein

2 3
Ax’1:—£+wf -9 + etc
x2 x3 x4

2w 3w? 403
_2_
Ax ——F‘i‘F —? + etc
Apd o 3@ 6w?  10w?
YIET At s T e
4 4o 10w?  20w?
Ax :——5+76—77+etc
X X X

und von da aus fiir die {ibrigen. In gleicher Weise wird sein

1 w w w
Ax2 =— —— +—= — efc
2x2 8x2 16x2

1 w w? 53
Ax3 :72 - — 5 s etC

3x3 9x3 81x3

1 w B3w? 5uw?
Ax 2 = — 3 — 5 7 + etC

2x2 8x2 16x2

3xi 9 81x%

§18 Es ist deshalb klar, dass diese Differenzen, wenn der Exponent von x
keine ganze positive Zahl war, ins Unendliche fortschreiten oder aus einer
unendlichen Anzahl an Termen bestehen. Dennoch konnen indes dieselben

Differenzen auch durch einen endlichen Ausdruck dargeboten werden. Weil
1

. . _ _1 . l l _ . . .
ndmlich nach Setzenvony = x7" = L v’ = T st wird sein

avt=p o1 L
x xt+w x

daher, wenn der Bruch XJ%W in eine Reihe umgewandelt wird, geht der obere
Ausdruck hervor. Auf die gleiche Weise wird sein

av?ep o 11
xx  (x+w)?  xx
und fiir die Irrationalititen wird sein
1 1 1
A/x=+vVx4+w—+/x und A— = ;
v v VX Vxtw  Wx

welche Formeln, wenn sie auf gewohnte Weise als Reihen erklart werden, die
oberen Ausdriicke liefern.
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§19 Auf diese Weise konnen in der Tat auch die Differenzen entweder
gebrochener oder irrationaler Funktionen gefunden werden; so, wenn die

: 1 : __1
erste Differenz dles Bruches .- gesucht wird, werde y = - gesetzt, und
. I _ . . .
weil y' = pr— ist, wird sein

1 1 1

aa+xx  aa+ xx +2wx + ww  aa + xx’

Ay = A

welcher Ausdruck auch in eine unendliche Reihe umgewandelt werden kann.
Es werde aa + xx = P und 2wx + xx = Q gesetzt; es wird gelten
1 1 Q9 @ @

D X = t
Pro P Pt ps prT e

und 5 s

Q Q Q
Nachdem also wieder anstelle von P und Q die Werte eingesetzt worden sind,
wird sein

Ay = A
Y aa + xx
2x +ww  Awwxx + 4w + wt 8w3xd 4+ 12w K2 + 6wW1x + w®
= - 5+ 3 - 7 + etg
(aa + xx) (aa + xx) (aa + xx)

wenn diese Terme nach Potenzen von w geordnet werden, wird sein

1 2wx w?(3xx —aa) 4w3(x® — aax)
: = — + - + etc
aa + xx (aa + xx)? (aa + xx)3 (aa + xx)*

§20 Mit dhnlichnen unendlichen Reihen kénnen auch die Differenzen irra-
tionaler Funktionen ausgedriickt werden.
Es sei diese Funktion y = v/aa + xx vorgelegt; und weil gilt

yl = Vaa + xx + 2wx + ww,
werde festgelegt
aa+xx =P und 2wx+ww = Q;

es wird sein

s 5. Q Q0 Q@
Ay =vPrQ f_zx/ﬁ sPVD | 16P2vP OO
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woher werden wird

20X + ww  4wx? + 4wBx + w?

Ay = Avaa + xx = — + etc
Y 2v/aa+xx  8(aa+ xx)\/aa + xx
oder
wx aaw? aaw3x

= + + etc

Vvaa+xx  2(aa+ xx)\/aa + xx a 2(aa + xx)?y/aa + xx

und daher erschlieffen wir also, dass die Differenz irgendeiner Funktion von
x, die y sei, in dieser Form ausgedriickt werden kann, dass ist

Ay = Pw + Qw* + Rw® + Sw* + etc,

wihrend P,Q,R,S etc gewisse Funktionen von x sind, die in jedem Fall aus
der Funktion y bestimmt werden konnen.

§21 Und auch die Differenzen von transzendenten Funktionen werden aus
dieser Form nicht ausgeschlossen, was aus den folgenden Beispielen klar
werden wird.

BEISPIEL 1

Die erste Differenz des hyperbolischen Logarithmus von x zu finden
Es werde y = In(x) gesetzt, und weil y! = In(x + w) ist, wird sein
Ay=y'—y=In(x+w)—In(x) =In (1+%).

Einen Logarithmus von dieser Art haben wird aber oben gelernt, durch eine
unendliche Reihe auszudriicken; unter Verwendung von dieser wird sein

2 3 4
Ay:Aln(x):g—w d d

-4 et
x 2xx  3x8 4x4+ec

BEISPIEL 2

Die erste Differenz der exponentiellen Grofie a* zu finden.
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Nach Setzen von y = a* wird yl = g¥t¥ = g* . g% sein; aber oben haben wir
gezeigt, dass gilt
wln(a)  ?In%(a) w?In’(a
1( ) 1.2( ) 1.2'(3)
nach Einfiihren dieses Wertes wird sein
A*win(a)  a*w?In®(a)  a*w?In’(a)
1 1-2 1-2-3

a“v =1+

+ etc;

Aa* =yl —y=Ay =

+ etc

BEISPIEL 3

Im Kreis, dessen Radius = 1 ist, die Differenz des Sinus des Bogens x zu
finden

Es sei sin(x) = y; es wird y! = sin(x + w) sein, woher wird

Ay =y —y = sin(x + w) — sin(x)

Aber es ist sin(x + w) = cos(w) - sin(x) + sin(w) - cos(x) und durch un-
endliche Reihen haben wir gezeigt, dass gilt
w? w* w®
cosw) =1-1 3 1534 123456 °F
und
‘ w3 W° 7
(W) =0 -5 3 73325 1234567
nach Einsetzen dieser Reihen wird sein
2 3 4 5

Asin(x) = w cos(x) — % sin(x) — % cos(x) + 620—4 sin(x) + 1(;—0 cos(x) + etc.

BEISPIEL 4

Im Kreis, dessen Radius = 1 ist, die Differenz der Kosinus des Bogens x zu
finden
Nach Setzen von y = cos(x) wird wegen y! = cos(w) - cos(x) — sin(w) - sin(x)
sein und daher
Ay = cos(w) - cos(x) — sin(w) - sin(x) — cos(x)

Unter Verwendung der zuvor dargelegten Reihen wird also hervorgehen
w? w? w? w®

Acos(x)) —wsin(x) — 5 cos(x) + - sin(x) + 0 cos(x) — 20 sin(x) — etc

16



§22 Weil also nach Vorlegen irgendeiner entweder algebraischen oder tran-
szendenten Funktion von x, die y sei, ihre erste Differenz eine Form solcher
Art hat, dass gilt

Ay = Pw + Qu* + Rw® + Sw* + etc,

wenn von dieser erneut die Differenz genommen wird, wird es klar zutage
treten, dass die zweite Differenz von y eine Form von dieser Art haben wird

ANy = Pw?® + Qw® + Rw* + etc
und auf die gleiche Weise wird die dritte Differenz von y von dieser Art sein
Ay = Pw® + Qu* + Rw’ + etc

Dort ist es anzumerken, dass die Buchstaben P, Q, R, etc. hier nicht fiir
bestimmte Werte verwendet werden und dadurch nicht mit demselben Buch-
staben in den diversen Differenzen dieselbe Funktion von x bezeichnet wird;
und ich gebrauche hier daher dieselben Buchstaben, damit es nicht an ein-
er geniigenden Anzahl an verschiedenen Buchstaben mangelt. Im Ubrigen
sind sich die Formen dieser Differenzen sittsam einzupragen, weil sie in der
Analysis des Unendlichen grofiten Nutzen haben.

§23 Nachdem ich also die Art und Weise dargelegt habe, auf welche die erste
Differenz einer jeden Funktion und aus ihr weiter die Differenzen der folgen-
den Ordnungen gefunden werden konnen, die natiirlich aus den aufeinander
folgenden Werten der Funktion y, y'/, /!, 4!V, etc. aufgefunden werden,
werden umgekehrt aus den gegebenen Differenzen von y jeder Ordnung die
variablen Werte von y selbst gefunden werden konnen. Es wird ndmlich sein

y' =y + Ay

y'l =y +2Ay 4+ AAy

y' =y + 3Ay + 3AAy + A%y

YV =y +4Ay + 6AAY + 403y + Ay

etc,

wo die numerischen Koeffizienten wieder aus der Entwicklung des Binoms
entsprieen. Wie also y, y'!, y!!!, etc. die Werte von y sind, die entspringen,
wenn anstelle von x nacheinander diese Werte x + w, x + 2w, x + 3w, etc.
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gesetzt werden, werden wir sofort den Wert von y(") angeben kénnen, der
hervorgeht, wenn anstelle von x x 4 nw geschrieben wird; dieser Wert wird
nattirlich sein

(71—1)AZ N nn—1)(n—2)

n n
y-I—TAy%— 12 y 12.3 A3y+ etc

und daher konnen sogar auch die Werte von x verschafft werden, wenn n
eine negative Zahl war. So, wenn anstelle von x x — w gesetzt wird, wird die
Funktion y in diese Form iibergehen

y— Ay + A%y — APy + Aty — etc

wenn aber anstelle von x x — 2w gesetzt wird, wird die Funktion y in diese
tibergehen
y — 2Ay 4 3A%y — 4A3y + 5A%y — etc

§24 Wir wollen noch ein wenig tiber die inverse Methode hinzuftigen, mit
welcher, wenn die Differenz gegeben ist, aus ihr selbst jene Funktion, deren Dif-
ferenz sie ist, ausfindig gemacht werden muss. Weil aber dies sehr schwierig
ist und oftmals die Analysis des Unendlichen selbst erfordert, wollen wir nur
gewisse leichtere Félle entwickeln. Zuerst wird also durch Riickwirtsgehen,
wenn wir die Differenz einer gewissen Funktion gefunden haben, umgekehrt
nach Vorlegen dieser Differenz jene Funktion selbst, woher sie entstanden ist,
dargeboten werden konnen. So, weil die Differenz der Funktion ax + b aw ist,
wenn gesucht wird, die Differenz welcher Funktion aw ist, wird die Antwort
leicht sein, dass die Funktion ax + b ist. In dieser wird also die konstante
Grofse b aufgefunden, die in der Differenz nicht enthalten war und die deshalb
von unserem Belieben ahhénig sein wird. Immer aber, wenn die Differenz
einer gewissen Funktion P Q war, wird auch die Differenz der Funktion
P + A (wédhrend A irgendeine konstante Grofie bezeichnet) Q sein. Daher,
wenn diese Differenz Q vorgelegt wird, wird die Funktion, aus welcher sie
entsprungen ist, P 4+ Q sein und hat deshalb keinen bestimmten Wert, weil
die Konstante A von unserem Belieben abhingt.

§25 Wir wollen die gesuchte Funktion, deren Differenz vorgelegt wird, die
Summe nennen; dieser Name wird angenehm verwendet, sowohl, weil die
Summe der Differenz entgegengestellt zu werden pflegt, als auch, weil die
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gesuchte Funktion tatsdchlich die Summe der Differenz aller vorhergehenden
Werte ist. So wie namlich ist

y'=y+Ay und y"=y+Ay+Ay,

wenn die Werte von y riickwérts fortgesetzt werden, so dass der, der dem
Wert x — w entspricht, y; geschrieben wird und der diesem vorhergehende y;
und die noch weiter vorhergehen vy, y1v, yv, etc und daraus die riickwértige
Reihe in mit ihren Differenzen gebildet wird

yv, yiv, yun vy, yr,y und - Ayy, Ayry, Ay, Ay, Ay, Ay

wird y = Ay + y1 sein und wegen y = Ay + yr; und weiter yir = Ay +yn
wird nattirlich sein

y = Ay; + Ay + Ay + Ay + Ayy + etc

und so wird die Funktion y, deren Differenz Ay ist, die Summe aller voraus-
gehenden Werte der Differenz Ay sein, die entstehen, wenn anstelle von x die
vorausgehenden Werte x — w, x — 2w, x — 3w, etc. geschrieben werden.

§26 Wie wir, um die Differenz zu bezeichnen, das Zeichen A gebraucht
haben, so werden wir die Summe mit dem Zeichen X anzeigen; natiirlich,
wenn die Differenz der Funktion y z war, wird z = Ay sein; daher, wenn y
gegeben ist, die Differenz z zu finden, haben wir zuvor gelehrt. Wenn daher
aber die Differenz z gegeben gewesen ist und ihre Summe y aufgefunden
werden muss, wird y = Xz werden und daher wird aus der Gleichung
z = Ay durch Riickwirtsgehen diese Gleichung y = Xz gebildet werden,
wo irgendeine Konstante wegen der oben gegebenen Griinde hinzugefiihrt
werden konnen wird; daher wird die Gleichung z = Ay, wenn sie invertiert
wird, auch y = Xz + C geben. Des Weiteren, weil die Differenz der Grofse ay
alAy = az ist, wird Xaz = ay sein, wenn freilich a eine konstante Grofle ist.
Weil also Ax = w ist, wird Zw = x 4+ C und Xaw = ax + C sein und wegen
der konstanten Grofe w wird Lw? = wx + C sein, Zw® = w? + C und so
weiter.

§27 Wenn wir also die oben gefundenen Differenzen der Potenzen von x
invertieren, wird sein

Yw =x unddaher X1 = %
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Des Weiteren haben wir

daher wird
x2 w X x
Sx=-— %o = _Z,
2w 2 2w 2
Weiter ist
Y (2wxx 4 3w?x + w®) = x°
oder
B3wEa? 4 3w*Zx + w’Xl = 15
also s 5
X w
Yat = — —wix — —X1
x 30 wrXx 3
oder 5 )
x X wx
Y= - T
YT T2
Auf die gleiche Weise wird sein
x* 3w w?
Yt = - o¥a® - w?rx — —X1
X 10 > X — wrx 1 2L

wo, wenn anstelle von Zx2, x und X1 die zuvor gefundenen Werte eingesetzt
werden, aufgefunden werden wird
4 3
X X wxx
Y=o T4 2T
4o 2 + 4
Des Weiteren, weil gilt

5 4
St = X 20wa® — 20252 — Wivx — v,
Sw 5

wird unter Verwendung der Substitutionen sein

Indem auf die gleiche Weise weiter fortgeschritten wird, wird aufgefunden
werden

6 1 5
Yo = 6% — §x5 - ﬁwx4 — Eaﬁxz
und
Yxb = 7 —x0 + 1wx5 — 2w 4+ —wx
7w 2 2 6 42 !

welche Ausdriicke wir unten leichter zu finden lehren werden.

20



§28 Wenn also irgendeine ganz rationale Funktion von x vorgelegt war,
wird ihre Summe (oder die Funktion, deren Differenz sie ist) aus diesen
Formeln leicht gefunden. Weil namlich die Differenz aus einigen Potenzen
von x bestehen wird, werde die Summe irgendeines einzigen Termes gesucht
und all diese Summen anschlieffend und gesammelt.

BEISPIEL 1

Es werde die Funktion gesucht, deren Differenz = axx + bx + c sei

Die Summen der einzelnen Terme werden mit Hilfe der zuvor gefundenen
Formeln gesucht; es wird sein
3

Sy _ax axx+awx
w 2 6
und
bxx bx
Ybx = _—
: 2w 2
und
2c = i
w

Daher wird durch Sammeln dieser Summen sein

_ 2
Z(axx+bx+c):%x3_ﬂa;w bx2+aw ngercx

welche die gesuchte Funktion ist, deren Differenz axx + bx ist.

+C,

BEISPIEL 2

Es werde die Funktion gesucht, deren Differenz x* — 2w?xx + w? ist.

Indem die Operation auf die gleiche Weise durchgefiihrt wird, wird man
haben

1 1 w w?
5 b 15 1, ws; _w
: 50" 2% T3¥ 30"
und
3
— Yo% = — 2—wx3+w2x2 Y,
3 3
und
LYWt = + Wy,
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woher die gesuchte Funktion sein wird

%xS — %x‘* — %wxg’ + W + %wg’x + C.
Wenn namlich hier anstelle von x x + w gesetzt wird und von der resultieren-
den Grofle diese gefundene subtrahiert wird, wird die vorgelegte Differenz
x* — 2w?x? 4+ w* zuriickbleiben.

§29 Wenn wir die Summen, welche wir fiir die Potenzen von x gefunden
haben, aufmerksamer anschauen, werden wir in den ersten, zweiten und
dritten Termen bald freilich das Gesetz beobachten, nach welchem jene nach
den einzelnen Potenzen fortschreiten; das Bildungsgesetz der tibrigen Terme
ist aber nicht so klar, dass es moglich ist, die Summe der Potenz x" im
Allgemeinen daher zu erschlieffen. Dennoch wird im Folgenden [§132 des
zweiten Teils] gelehrt werden, dass gilt

n Pean 1, 1 nw , 4 1 Yl(n—l)(n—2)w3 s
S e 25 T2 228 "6 2.3.45 "
1 nn—1)(n—2)(n—3)(n—-4)w’® , =
"6 234567 x
3 nn—1)---(n—6)w’ o
10 2-3..-8-9 X
5 Tl(n—l)...(n_g)w9 .
6 T 2:3---10-11 X
691 ”(”—1)"'(71—10)(,011 o
210  2-3.--12-13 x
e n(n=1)- (n—12)w® -3
2 2-3.--14-15
3617 n(n _ 1) .. (1’1 _ 14)(,015 s
30 2.3...16-17 X
43867 n(n — 1) .. (1’1 _ 16)(,017 .
+ 42 . 2.3...18-19 X
1222277 n(n—1)--- (n — 18)w" L
110 5.3...20.01 x
854513 n(n—1)--- (n — 20)w?! .
6 2-3---22-23 X
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1181820455 n(n—1)- - (n—22)w® , 5

546 2-3-.-24-25
76977927 nn—1)--(n—24)w® , o

2 ’ 2:3---26-27
23749461029  n(n—1)---(n —26)w? , 5

- 30 ' 2.3...28.29
N 8615841276005 n(n—1)---(n—28)w® ,

462 2.3---30-31

etc+ C,

die wesentliche Bedeutung welcher Progression lediglich in den numerischen
Koeffizienten gelegen ist; wie diese gebildet werden, ist hier noch nicht der
Ort, wo es erklart werden kann.

§30 Es ist aber klar, wenn n keine ganze positive Zahl ist, dass dieser Aus-
druck der Summe ins Unendliche fortschreitet und auf diese Weise die Summe
nicht in endlicher Form dargeboten werden kann. Im Ubrigen ist es hier
anzumerken, dass nicht alle geringeren Potenzen als die vorgelegte x" auf-
tauchen; es fehlen namlich die Terme x" 2, "%, x"~©, x"=8 etc., deren Koef-
fizienten nattirlich = 0 sind, auch wenn der Koeffizient des zweiten Termes
diesem Gesetz nicht folgt, sondern = % ist. Es werden also von diesem Aus-
druck mit Hilfe der Summe der Potenzen, deren Exponenten entweder negativ
oder gebrochen sind, in unendlicher Form dargeboten werden konnen, einzig

ausgenommen in dem Fall, in dem n = —1 ist, weil dann der Term %
wegen 1 — 1 = 0 unendlich wird. So wird nach Setzen von n = —2 sein
Z1_C111w1w31w53w75w9
xx wx 2xx 2 3x3 6 5x° 6 7x7 10 9x° 6 1lx!

91 w35 wP 3617 wP
210 13x® 2 15x5 ' 30 17xV

etc

§31 Wenn also die vorgelegte Differenz irgendeine Potenz von x war, wird
ihre Summe daher immer angegeben werden oder die Funktion, deren Dif-
ferenz sie ist, dargeboten werden konnen. Wenn aber die vorgelegte Differenz
eine andere Form hat, dass sie nicht in Potenzen von x als Teile aufgeteilt
werden kann, dann kann die Summe sehr schwer und oftmals tiberhaupt
nicht gefunden werden, wenn nicht zuféllig klar wird, dass sie auch eine
gewisser Funktion entsprungen ist. Dieses Grundes wegen wird es passend
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sein, die Differenzen mehrerer Funktionen ausfindig zu machen und sie
sittsam aufzuzeichnen, dass, wann immer, wenn eine Differenz von dieser Art
vorgelegt wird, ihre Summe oder die Funktion, aus welcher sie entstanden
ist, sofort dargeboten werden kann. Dennoch wird indes die Methode des
Unendlichen mehrere Regeln an die Hand geben, mit deren Hilfe das Finden
der Reihen wunderbar erleichtert werden wird.

§32 Oft wird die Summe aber leichter gefunden, wenn die vorgelegte Dif-
ferenz aus einfachen Faktoren besteht, die eine arithmetische Progression
festlegen, deren Differenz die Grofie w selbst ist. So, wenn die Funktion (x +
w)(x + 2w) vorgelegt war, deren Differenz gesucht werde, weil nach Setzen
von x + w anstelle von x diese Funktion in (x 4+ 2w)(x + 3w) tibergeht, wenn
ihre Differenz 2w(x + 2w) vorgelegt wird, wird ihre Summe (x + w)(x + 2w)
sein; daher wird also sein

Y(x+2w) = %(x—i—w)(x—i—Zw).

Auf die gleiche Weise, wenn die Funktion (x + nw)(x + (n 4+ 1)w) vorgelegt
wird, weil ihre Differenz 2w(x + (n + 1)w) ist, wird sein

Yx+(n+1)w== %(x—i—na))(x—i— (n+1)w)

und

L(x+nw) = 21 (x+(n—1)w)(x + nw)

2w
§33 Wenn die Funktion aus mehreren Faktoren besteht, dass ist
y=x+mn-1Nw)(x+nw)(x+ (n+1)w),
weil dann auch ist
vy = (x+nw)(x+ (n+Dw)(x + (n +2)w),

wird sein
Ay =3w(x+nw)(x+ (n+1)w)

und deshalb

% (x 4 160) (x + (n+1)w) = %(x + (1= D) (x + 1) (x + (n +1)w).
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Auf die gleiche Weise wird aufgefunden werden, dass ist

Yx+nw)(x+n+1Dw)(x+ (n+2)w)

= i(x + (1 = Dw)(x +nw)(x + (n + Dw) (x + (n + 2)w),

woher das Gesetz, die Summen zu finden, wenn die Differenz aus mehreren
Faktoren von dieser Art besteht, von selbst klar zutage tritt. Obgleich aber
diese Differenzen ganz rationale Funktionen sind, werden deren Summen auf
diese Weise leichter aufgefunden als durch die vorhergehende Methode.

§34 Daher wird auch der Weg klar, um Summen von Differenzen von
Briichen zu finden. Es sei namlich dieser Bruch vorgelegt

—_ 1 .
¥y= x+nw’
weil sein wird
L 1
¥ =i (n+1)w’
wird auch sein
Ay — 1 _ 1 _ —w
y= x+(n+Dw x+nw (x+nw)(x+(n+1)w)
und deshalb

1
(x+nw)(x+ (n+1w)’

Es sei weiter

1
y= (x +nw)(x+ (n—i—l)w);
wegen
y' = !
(x+ (n+Dw)(x+ (n+2)w)
wird sein

—2w
x+nw)(x+ (n+1w)(x+ (n+2)w)’
Daher wird also werden
1 -1 1
(x+nw)(x+n+1w)(x+(n+2)w) 2w (x+nw)(x+n+1)w)

Ay:(

p¥

25



Auf die gleiche Weise wird weiter sein
5 1
(x+nw)(x+n+1w)(x+ (n+2)w)(x+ (n+3)w)
-1 1
T 3w (x+nw)x+ (n+Dw)(x+ (n+2)w)

§35 Diese Summationsweise ist sittsam festzuhalten, weil die Summen von
Differenzen dieser Art durch die vorhergehende Methode nicht gefunden
werden konnen. Wann immer daher aber die Differenz dariiber hinaus einen
Zihler hat oder die Faktoren des Nenners nicht in einer arithmetischen
Progression fortschreiten, dann ist die sicherste Art die Summen ausfindig zu
machen, dass die vorgelegte Differenz in ihre einfachen Faktoren aufgelost
wird; auch wenn die einzelnen von diesen nicht summiert werden konnen,
kann dennoch, indem je zwei verbunden werden, so oft die Summe gefunden
werden, wie es sich freilich machen ldsst; es wird ndmlich nur zu ermitteln
sein, ob die Summe mit Hilfe dieser Formel gefunden werden kann

1 1 1

5 _¥ - ;
x4+ (n+1)w X+nw x4+ nw

auch wenn keine der beiden dieser Summen per se dargeboten werden kann,
wird dennoch deren Differenz erkannt.

§36 In diesen Fallen geht also die Aufgabe auf die Auflosung eines Bruches
in seine einfachen Briiche zurtick, welche im oberen Bruch ausfiihrlich gezeigt
worden ist. Wie also mit ihrer Hilfe die Summen gefunden werden konnen,
werden wir an einigen Beispielen lehren.

BEISPIEL 1

Es werde die Summe gesucht, deren Differenz W&M ist.

Es werde diese vorgelegte Differenz in ihre einfachen Briiche aufgelost, die
sein werden

w ¥ w Atw w x+2w’
Weil nun aus der oberen Formel gilt
1 1 1

) =¥ - )
X+ nw x+(n+1w x+nw

1 1 1 1 2 1
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wird sein , . ,
- =X

X x+w x
Daher wird die gesuchte Summe diese sein

1.1
o

1 1 2
1 _ 25 1 22 1 22 1 1
w X w Xt+w w x+4+2w

—5 X+w w x+2w wx

aber es ist . , .
pa

rtw xt2w rtw
daher wird die gesuchte Summe sein

1 2 —3x—w

wx  wx+w) - wx(x+w)

BEISPIEL 2

Es werde Summe gesucht, deren Differenz x(x?ﬁ,)w) ist.

. . . . 1 .
Nachdem diese Differenz = z gesetzt worden ist, wird z = — — sein

x4+ 3w
und daher
syl gy 1 o1 o1 1
X x + 3w x4+ w x+3w x
B 1 B 1 _1_ 1 __1_ 1 B 1
x4+ 2w x+3w x x4+w @ x x+w x+4+2w’

welche die gesuchte Summe ist. Sooft sich also auf diese Weise die Summa-
tionszeichen X schliefslich auftheben, sooft wird die Summe der vorgelegten
Differenz dargeboten werden konnen; wenn aber diese Aufhebung nicht
gelingt, ist dies ein Zeichen, dass die Summe nicht gefunden werden kann.
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